WYBRANE DZIALY ANALIZY MATEMATYCZNEJ

WYKLAD Xii ]
METODY NUMERYCZNE W MODELOWANIU PROCESOW

Czesé |

12.1 WPROWADZENIE.

Analityczne metody poszukiwania rozwigzan zagadnien mechaniki osrodkéw ciggtych wymagaja, jak to
zostato przedstawione w rozdziale VII i VIII, znalezienia funkcji pdl przemieszczen, odksztatcen i
naprezen, ktére w ogdinosci spetniajg zwigzki konstytutywne, rownania zachowania masy, pedu, energii
i warunki brzegowe. Oprécz tych trudnosci dochodzi dodatkowo geometryczna ztozonos¢ obszaru, ktore
praktyczne uniemozliwiajg klasyczne rozwigzanie takich zagadnien lub wymuszajg modelowanie z tak
daleko idgcymi uproszczeniami, ze czesto zmieniajg one fizyke zjawiska. Obliczenia analityczne sa
obarczone woéwczas trudnym do oszacowania btedem, ktéry podwaza wiarygodnos¢ wynikow.

Z tego wzgledu rozwigzania numeryczne odgrywaja coraz istotniejszg role w obliczeniach inzynierskich
oraz naukowych, szczegoélnie ze poprzedzone sg gwattownym rozwojem technik komputerowych,
wigczajac w to rozwoj sprzetu i programow narzedziowych do ich stosowania. Dostepnosé i moc
obliczeniowa komputeréw osobistych oraz coraz nizsze ceny oprogramowania eksperckiego sg dalsza
zachetg do stosowania symulacji numerycznych w miejsce klasycznych metod obliczeniowych i badan
eksperymentalnych. Jednakze otrzymanie wiarygodnych wynikow obliczen numerycznych wymaga
spetnienia rygoréw dotyczacych zgodnosci modelu z fizykg zjawiska obejmujacg przyjecie wymiaru
przestrzeni, cech materiatowych, sposobu przytozenia obcigzen, zdefiniowania warunkéw ,podparcia”,
itp. Nastepnie nalezy zadbaé o poprawny matematyczny opis problemu dotyczacy wyboru zmiennych,
systemu wspétrzednych, matematycznego sformutowania warunkéw brzegowych i poczatkowych oraz
ustali¢, zagadnienie ma by¢ rozwigzywane za pomocg réwnan rézniczkowych czy catkowych. Stanowi
to podstawe wyboru metody numerycznej, ktéra w sposéb najdogodniejszy spetni wyzej opisane
wymogi. Do wyboru jest wiele metod, z ktérych podstawowe, najszerzej stosowane w mechanice
osrodkéw ciggtych, to metoda réznic skonczonych, metoda elementéw skonczonych i metoda
elementow brzegowych. Po dokonaniu wyboru metody i wykonaniu obliczen nalezy zbada¢, czy
zachowane zostaty warunki istnienia, zbieznosci i doktadnosci rozwigzania numerycznego, bowiem
symulacje numeryczne sg tylko przyblizeniem rzeczywistosci i nalezy zdawac¢ sobie sprawe z btedu, jaki
powstaje w wyniku tych obliczen. Zly wybdér metody lub nieumiejetne dobranie parametréw
obliczeniowych — np. schematu dyskretyzacji po czasie, dtugosci kroku czasowego, rodzaju i gestosci
siatki numerycznej, moze prowadzi¢ do nadmiernego usrednienia wynikéw lub przeciwnie, powstania
niezamierzonych ich oscylacji. Stgd wazna jest pdzniejsza ocena rezultatow obliczen pod kgtem
zgodnosci z fizykg zjawiska. Dla przyktadu numeryczne rozwigzanie réwnania przeptywu cieczy lepkiej,
niescisliwej, opisanej réwnaniami Naviera-Stokesa napotyka na duze trudnosci obliczeniowe dla duzych
liczb Reynoldsa z powodu duzego btedu numerycznego, wynikajgcego z zastosowania siatki
numerycznej.

Niniejszy rozdziat ma za zadanie przyblizenie studentem oraz inzynierom podstawowej wiedzy na temat
trzech wymienionych metod numerycznych w celu utatwienia ich wyboru do rozwigzania praktycznych
przypadkdéw inzynierskich zwigzanych z tematyka niniejszej monografii. Zdecydowalismy sie takze w
tym rozdziale zaprezentowac zatozenia metody wirdw, ktéra stanowi narzedzie do symulowania
przeptywow turbulentnych i nie wymaga stosowania siatki numeryczne;.

12.2 METODA ROZNIC SKONCZONYCH.

Metoda réznic skonczonych jest jedng z najczesciej stosowanych metod rozwigzywania réwnan
rozniczkowych czgstkowych. W metodzie réznic poszukuje sie rozwigzania poprzez zastgpienie réwnan
rézniczkowych réwnaniami réznicowymi, rozwigzanie ktérych daje przyblizone wartosci poszukiwanej
funkcji w punktach zwanych wezlami. Rozwigzanie przeprowadza sie na siatce roznicowej, dzieki temu
zagadnienie brzegowe lub brzegowo-poczatkowe sprowadza sie do uktadu réwnan algebraicznych.



Istnieje szereg sformutowan MRS, ktére rdznig sie przede wszystkim typem siatki i jawnoscia
zastosowanego schematu réznicowego. Od wyboru schematu, rodzaju siatki, sposobu aproksymac;ji
pochodnych zalezy stabilnosc¢, doktadnos$c¢ i zbieznos¢ metody numeryczne;j.

Do dyskretyzacji rownania rézniczkowego o pochodnych czgstkowych najczesciej wybierana jest
regularna siatka kwadratowa (prostokatna) dla zagadnien 2D lub szescienna (prostopadfoscienna) w
zagadnieniach tréjwymiarowych. Na rysunku 12.1 przedstawiono przykfad siatki prostokatnej o
wymiarach oczek Axx Ay, na ktérej aproksymowana jest funkcja u(x, y) . Funkcja ta bedzie zalezeé

od wspdtrzednych dyskretnych, wyrazonych jako u(ilx, jAy), gdzie i, j sa numerami kolumny i
wiersza. Identyfikujac wartosci funkcji u(x, y) w weztach siatki stosuje sie zwykle ich skrécony zapis

przedstawiony na rysunku.
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Rys. 12.1. Prostokatna siatka réznicowa

12.2.1 Bezposrednia metoda tworzenia operatorow réznic skonczonych.

Klasyczng metoda konstruowania analogu réznicowego jest rozwiniecie w szereg Taylora funkcji u(x, y)

ciggtej i rézniczkowalnej w otoczeniu punktu x; :

Ax Ou Ax* 0°u Ax’ 0’u

u(x0+Ax’yo) u(xo,yo) Ta + e + 3 o +..., (12.1)
Ax Ou Ax’ 0'u Ax” O'u

u(xo Ax,yo) u(xo,yo)—va—x + N o BT Y ... (12.2)

gdzie Ax* =(x0 +Ax—x0)k.

Z réwnania (12.1) mozna, przez odrzucenie cziondw wyzszego rzedu niz pierwszy, wyprowadzi¢
wzory na pierwszg pochodng i jest to tak zwana réznica przednia:

Ou _ u()c0 +Ax,y0) —u(xo,yo)
0x Ax

R

+0(Ax), (12.3)

gdzie symbol O(Ax) oznacza btgd obciecia wynikajacy z r6znicy pomiedzy pochodng czgstkowa, a jej
roznicowym przedstawieniem. Btad ten mozna oszacowa¢ przyjmujac jego rzad w proporcji do
Ax 9°u
najwigkszego pominietego wyrazu w rozwinigciu Taylora: 0 = O (Ax) = ?% , x<{<x+Ax.
L ox |,
Na tej podstawie mozemy wnioskowac, ze istnieje dowolna dodatnia stata &£, ktéra jest niezalezna od Ax

, taka ze |5| < £’|Ax| , przy zatozeniu, ze Ax — 0.

W2zbr na pierwszg pochodng mozna takze otrzymac z réwnania (12.2) i jest to tak zwana r6znica wsteczna:



6_u
dx

:”(xo’yo) ‘Z)Exo'Ax’yo)+0(Ax)_ (12.4)

X0
Z odjecia rownan (12.3) i (12.4) otrzymuje sie roznice centralnag:

Oul  _ u(x, +Ax, y,) —u(x, —Ax, y, )
dx|, 20

Graficzng interpretacje réznicy przedniej, wstecznej i centralnej przedstawiono na rysunku 9.2. Jak
wida¢ z rysunku najwiekszg doktadnos¢ aproksymacii pierwszej pochodnej uzyskuje sie z roznicy
centralnej, zgodnie z omoéwionym wyzej rzedem btedu obciecia.

+0(Ax)". (12.5)

r6znica przednia

RE)

réznica centralna styczna w A

réznica wsteczna

Rys. 12.2. Interpretacja graficzna réznicy przedniej, wstecznej i centralnej.

W podobny sposéb, ale poprzez dodanie réwnan (12.3) i (12.4), mozna otrzymac aproksymacije drugiej
pochodnej:

62”| _u(x + A yy) = 2u(x,, ) + u(x, —Ax, y,)
| A

Korzystajgc z row. (12.6) i oznaczen jak na rysunku 12.1. mozna zapisaé operator Laplace’a dla funkgiji
u(x, y) dla prostokatne;j siatki przedstawionej na rysunku 12.3.:

+0(Ax)’. (12.6)

R

[azu 4 aqu _ 4ui,j _(ui,j-l YU g YU +ui+1,j) (12.7)
0, ayz . A + Ay : :
lub prosciej
(azu+62u]=4u0—(u1+u2+u3+u4) (12:8)
FIE ayz A + Ay :
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Rys. 12.3. Gwiazda pigciopunktowa o srodku w wezle i, ; .

Wystepujaca na rysunku 12.3 grupe weztéw nazywa sig gwiazda pieciopunkiowg o srodku w wezle i, j .
Rozwinigcie w szereg Taylora jest najbardziej znanym sposobem wyprowadzania anologéw réznicowych.
Istnieje jednakze szereg innych metod, a jedng z nich jest wyrazenie pochodnej funkcji przez sume wartosci
funkcji w sasiednich weztach siatki przemnozonych przez nieznane wspétczynniki [Szymkiewicz, 2003]:

ou

3 =au,_, ; +bu, ; +cu
" :

i-1,j i+l,j

+o(nx), (12.9)
ij
gdzie a,b,c— wspotczynniki, ktére nalezy okresli¢, O(Ax’")— doktadnos$¢ przyjetego schematu

aproksymaciji.
Dla przykfadu obliczmy tym sposobem wartos¢ analogu dla pierwszej pochodnej. Rozwijamy w szereg

Taylora funkcje u, ; w otoczeniu punktu (i, j) otrzymujac odpowiednie wyrazeniadla u,,, ; oraz u,_, ;,
a nastepnie podstawiamy je do wzoru (12.9) i porzgdkujemy :
0 Oou Ax* 0%u Ax’ 0’u
2 = (a+b+c)u[j +(c—a)Ax— +(c+a)——2 +(c—a)——3 +...
0x|; ; ’ 0x|; ; 0x” |, 6 0x’|
(12.10)
Z poréwnania obu stron rownania (12.10) wynika natychmiast, ze
(a +b+ c) =0,
(c - a) NAx =1,
(c + a) =0,
z ktérych wyznaczamy wartosci poszczegélnych parametréw: a = —L b=0, c= L
' 20x’ ’ 20x

Podstawiajgc otrzymany wynik do réw. (12.10) otrzymujemy znane juz wyrazenie na rdznice
centralng:
_u

ou
d

i+, — Wi _AXZ 63M| +
20x 6 o'

(12.11)

ij i,j
wraz z oszacowaniem btedu obciecia rzedu O(sz) .

Opisang procedure mozna stosowaé z powodzeniem do wyznaczania analogédw réznicowych
pochodnych wyzszych rzedéw oraz do bardziej ztozonych schematow niz dwu- i trzypunktowe.

Podstawiajac do wzoru (12.9) rozwinigcia funkeji u, ; w weztach (i+1,j)oraz (i+2,j) otrzyma sie
analog niesymetryczny pierwszej pochodnej:
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ou
JAVS 3 6x3|

dx

(12.12)

ij i,

posiadajgcy btad oszacowania réwniez rzedu O (sz) . Tego typu analogi wykorzystywane sg do
wyznaczania wartosci brzegowych na podstawie punktéw z wnetrza obszaru obliczeniowego.

Inne uzyteczne analogi r6znicowe dla pierwszych i wyzszych pochodnych zostaty zestawione w tabeli 12.1.

Tabela 12.1. Wybrane schematy aproksymacji operatoréw rozniczkowania réznicami skonczonymi .

Pochodna Aproksymacija Btad obciecia
a_” Uy T AU 30, 0 (Ax2 )
Ox 2Ax
a_” Uy F8U,  —8u U, o (Ax4 )
0x 12Ax
a_zu Ui j — 2ui,j tuy; o (sz )
0x2 A x2
du ~U,, , +16u,, ; =30u, ; +16u,, , ~u,_, 0( Ax4)
ox? 12A,2
6_2u Uiz + 4ui+2,j B 5”i+1,j + 2”:’,]' o (Ax2 )
ox’ Ay
6_2u 2”1‘,]' - 5”i—1,j + 4”1‘—2,]' Ui O (Ax2 )
ox’ Ay
6_311 Uiy ; — 2”i+1,j + 2”1‘—1,]' Ui, O (Ax2 )
ax3 2Ax3
du Su,; =18u,_, ; +24u_, ; —14u,_; ; +3u,_, 0( sz)
ax3 2Ax3
Lﬁ/t Uiy j — 4”i+1,j + 6ui,j - 4”i—1,j tu,,; 0] (sz )
ax4 2Ax4

0’u O R R e O(Ax + Ay)
0xay AxAy

0’u Uisy jog ~ Wiy jog ~ Uing oy T Uiy oy o (sz + Ayz)
0xdy 4AxAy

0’u Uiy oy ~Uimy joy ~ U g TUG 5 o (AX + Ayz)
0x0y 20xAy

’u Upgy g Uiy oy Uiy T Uy 0 (Ax2 + Ay)
dxdy 20xAy

Do tej pory rozwazali$my analogi roznicowe budowane na podstawie siatki prostakatnej, jednakze czasem
niezbedne moze by¢ zastosowanie innych schematéw niz prostokatny. Ponizej oméwimy kilka takich
przypadkow.

Dla weztéw lezacych w poblizu brzegu jak pokazano na rys.12.4., wzdr gwiazdy pieciopunktowej (12.7)
musi ulec modyfikacji.
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Rys. 12.4. Schemat interpolacyjny do obliczen dla weztéw lezacych na brzegu.

Rozwijajac funkcje u(x, y) wszereg Taylora w otoczeniu punktu 0 wzdtuz kierunku osi y, mozemy napisac:

) 92
uA:u0+‘sza—”+(£ ) v, . (12.13)
I ay 2! oy
oraz
2 52
_Byou Ay ou

U, =u 12.14
0 1y 2! oy’ 1214

Oou
Eliminujgc z powyzszych réwnan 6_ otrzymujemy wz6r na drugg pochodng wzgledem y w punkcie 0
y

o’u 2u, 2u, 2u,

0y E(+8)ay (14D ey

(12.15)

Wyprowadzajac analogicznie druga pochodng w kierunku x, catkowite wyrazenie réznicowe dla operatora
Laplace'a przedstawia sie nastepujgco:

o’u N ou)_  2u, o 2uy 2w, 2wy 2wy 2u
0x> 0y’) E(1+&)Ay* n(l+n)ad  (1+n)ax®  (1+&)Ay* &y nax
(12.16)
ij+1 Rozwazmy nastepnie przykiad siatki zageszczonej w kierunku osi y jak to zostalo
Ay' przedstawione na schemacie obok. Stosujgc tg samg procedure co poprzednio
ij otrzymamy nastepujacy analog réznicowy [Anderson, 1984]:
o Av” u. ..,.—Uu.. " u. .—u. . '
ij-1 Y a_u —Zigr i Ay P A N Ay +0(Ay2) (12.17)
ay Ayv Ay"+ Ayv Ay" Aylv+Ayl

W zagadnieniach ze zlozonym geometrycznie brzegiem i niejednorodnym osrodkiem, w ktérym
poszukujemy rozwigzania réwnania rézniczkowego, mozemy zastosowac siatke nieregularna, lub o innym
niz prostokgtna ksztatcie. Przyktady takich siatek zostaty przedstawionych na rys.12.5.
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Rys. 12.5. Plaskie siatki roznicowe: a) trojkatna, b)heksagonalna, c)lokalnie zageszczona, d)
nieregularna, e) kotowa.

Roznicowe analogi dla siatek o dowolnych ksztattach mozna wyprowadzi¢ korzystajgc z metody
aproksymacji wielomianami odpowiedniego stopnia, zawierajgcych N nieznanych parametréw. Parametry
wielomianu okresla sie z warunku zgodnosci funkcji aproksymujgcej i poszukiwanej w poszczegdlnych
weztach siatki r6znicowe;j.

Dla przedstawienia tego sposobu przyjmijmy prostokatng siatke réznicowg oraz wielomian
aproksymujgcy o postaci:

u(x) =a +bx + cx’. (12.18)

Wartosci poszukiwanej funkcji zadane sa w punktach i1, i, i+1. Stad, przyjmujac dla wygody poczatek
uktadu wspotrzednych w p-cie i otrzymujemy:
2

u_, = a+ b(—Ax) + c(—Ax) ,

l

u = a, (12.19)

u. = a + bAx+ cAx*.

i+l

Rozwigzujac ten ukfad réwnan znajdujemy, ze :

a = uia
p =it (12.20)
20\x
c= ui+1_2ui+ui—1
202

Oliczajgc nastepnie pierwsza i drugg pochodng réwnania (12.18) otrzymujemy wyrazenia:

g—”‘ =(b+2cx) _ =b :% (12.21)
X

1



0°u

ox*

Wivi —2u;: Y-
:2C: i+l 12 ll.

12.22
A (12.22)

Wynik obliczen jest zgodny z rownaniami (12.5) i (12.6) otrzymanymi z rozwinie¢ Taylora.

Uogolniajac powyzsze rozwazania mozna stwierdzic¢, iz jesli operator r6zniczkowy jest w postaci:

2 2 2
L=a1+a2(ij+a3 9 +a, o +a; 0 +ag 02 +..., (12.23)
Ox dy 0y’ 0x0y dy

to dla dostatecznie gtadkiej funkcji u(x, y) mozna jg rozwing¢ w szereg potegowy w otoczeniu punktu

(xo, yo) siatki nieregularnej:

1
u(x,y) = b1+b2(x—x0) +b, (y—yo) +5 b4(x—x0)2+
(12.24)

1
+ b, (x—xo)(y—y0)+§ bﬁ(y—y0)2+....

Nastgpnie podstawiajgc w miejsce x, y w réwnaniu (12.24) kolejne wspoétrzedne X;, y, punktow gwiazdy
dla siatki nieregularnej, zbudowa¢ uklad rownan algebraicznych, ktérego rozwigzaniem bedzie
poszukiwany wektor parametrow B = [b1 ,by,....by ] .

Jako przykitad okresimy posta¢ analogu réznicowego dla operatora Laplace’a dla elementu siatki
heksagonalnej. Obliczajac laplasjan z wyrazenia (12.24) otrzymujemy:

0’u 0’u
Lu(x’y):§+a_y2:b4+b6' (12.25)
Przyjmujac oznaczenia i uktad wspédtrzednych zgodnie z rysunkiem 12.6. zapisujemy réwnania dla
poszczegoélnych weztow siatki:
VA

(- a/2.mN3/2) | (rf2.143/2)

(- h.0) (1.0)

(- #/2-mB3/2) (/2. m3/2)
h

Rys. 12.6. Numeracja i wsporzedne weztow siatki heksagonalnej o boku ,,h”.



u, =b,
u, =b, +hb, +lh2b4,

1 hf V3

=b +—hb, +——b, +— hzb +—h2b += hzbﬁ,
2 8 8

1 hf ﬁ

3

=b, ——hb, +—b +— hzb ———h’by+=I’b,, (12.26)
2 2 8 4 8
u, = b, — hb, +%h2b4,
u; =b, —lhb2 - h\/— h2b +£h2b +3h2b
2 2 8 4 8
U, =b1+1hb2—hfb +—I’b, \/§h2b5+§h2b6,
2 2 8 4 8

Dodajac stronami wszystkie réwnania poza pierwszym, otrzymujemy wyrazenie:
3 3
u, +u, +ug fu, +ug +u, =6b, +Eh2b4 +5h2b6, (12.27)
a po uwzglednieniu, ze u, = b, i podstawieniu do (12.25) otrzymujemy wzér réznicowy dla operatora

Laplace’a dla siatki heksagonalnej z btedem oszacowania O(hz) :

2u, tu, +u, tu, +u. +u. —6u
— 1 2 3 4 5 6 0
Lu(xo,yo)—— B .

Istniejg takze inne sposoby formutowania réwnan réznicowych, takie jak metoda catkowa oraz metoda
macirzowa, ktorych opis mozna znalez¢ w literaturze [Anderson,1984], [Szymkiewicz, 2000, 2003],
[Fortuna, 2005].

Przyktad 1.

Rozwigzmy zadanie doptywu do wykopu ograniczonego pionowymi Sciankami szczelnymi przez
jednorodne, izotropowe podtoze gruntowe przedstawione na rysunku 9.7.

(12.28)

naziom woda
// gruntowa

)i
1

wykop

dno wykopu

granica obszaru
$cianka szczelna
if<

- 08 symetrii -----f-------

granica obszaru

Rys. 12.7. Schemat zagadnieﬁia doptywu wody do wykopu.



Postawione zadanie stanowi zagadnienie ptaskiego przeptywu potencjalnego, ktéry dla ruchu
ustalonego opisany jest rownaniem Laplace’a:

0*h 9°h _
—t—== 0 (12.29)
ox~ Qdy
Z warunkami brzegowymi Dirichleta i Neumana w postaci :

h=h mna [,

oh (12.30)

—=0 na I,

on

gdzie: H - wysokos¢ piezometryczna zwierciadta wody, I_D - naziom oraz dno wykopu, I_N - granice

obszaru i Scianka szczelna. Z uwagi na symetrig, zadanie mozna rozwigzywac do osi symetrii
zaktadajgc wzdtuz tej osi rowniez warunek Neumana. Schemat obliczeniowy przedstawiono na
rysunku 12.8.

11 12 13

21_ 22 23 27, poziom odniesienia
31= 32 33 37
41y 4 43 | 479 _
Ay=a
Y
51. 520 530 57. ki
X le—————|

Ax=a
Rys. 12.8. Siatka obliczeniowa zagadnienia doptywu wody do wykopu.
Korzystajgc z wtasnosci gwiazdy pigciopunktowej (12.8) dla siatki kwadratowej bedziemy
wyprowadza¢ rownania dla poszczegdlnych weztéw obszaru. W przypadku gwiazdy, ktérej wszystkie
wezty lezg wewnatrz obszaru laplasjan wyraza sie nastepujgco:

&, o o (b thh) o

dx* a9y’ 24’ (12.31)
b +h +h+h —4p,=0.

Jesli wezty gwiazdy beda czesciowo naleze¢ do brzegu, postac réwnania réznicowego
musi ulec modyfikacji.

1 Dla przyktadu rozwazmy wezet lezgcy na lewym brzegu, na ktérym zatozony jest
410 [2 0
° 3 warunek a—u = 0. Ze wzoru rdéznicy centralnej dla tej pochodnej okreslamy, ze
X

H, = H,, co pozwala nam zmodyfikowa¢ réwnanie (12.8) nastepujaco:

b +2h, +h =4py=0. (12.32)
Podobnie mozemy zapisac dla brzegu prawego:

h+h +2h —4p,=0, (12.33)
dla brzegu dolnego:

2h +h, +h, —4p =0, (12.34)

dla brzegu gérnego:



hy +2h,+h, —4p,=0, (12.35)

dla lewego, gérnego naroza:
2h, +2h, —4py =0, (12.36)

dla lewego, dolnego naroza:
2h +2h, —4p,=0. (12.37)

Scianka szczelna e g . . . .
Wyrazenia roznicowe dla pozostatych narozy wyznacza sie analogicznie.
Rownanie réznicowe na koncu $cianki szczelnej wyprowadza sie
korzystajac z zaleznosci (12.32), (12.33) i (12.35) uwzgledniajgc osobno
wezet 1’ i wezet1”, aby nastepnie obliczy¢ ich srednig arytmetyczng

O°h _h+h =2k 0h _h+h -2k 0*h _h+h—2h
2 ’ 2 ’

~
=
’ 2

ox a’ ay’ a dy a

co prowadzi do réwnania:

%(h+f4’)+f5+f5+h4—4h0:0. (12.38)
Poszczegolne rownania dla rozwazanego przyktadu zostaty zestawione dla wszystkich weztow
obszaru:
210 hy+2hy, +hy =4k, =0 22: hythythy +hy —4h, =0
231 hy+hy thy by —4hy; =0 241 Ry +2hy +hy —4h, =0
31t hy +2hy +hy —4hy; =0 32: hythyth,+h—4h, =0
330 hythy thythy, —4hy =0, 341 hy+2hy+hy, —4h, =0,
350 hys 2k + hys —4hys =0, 36: Myt hy +hy+ by —4hy =0,
37: h,+2h+h, —4h, =0, 41: hy, +2h, +h, —4h, =0,
420 hy +hy +hg + by —4h, =0, 431 hy+hy +hg +hy, —4h, =0,
46: hy+h, +hy+h,—4h,, =0, 47: hy, +2h, +hg, —4h, =0,
51: 2h, +2h,—4h, =0, 52: 2h,+h,+h, —4h, =0,
53: 2h,+h, +h,—4h, =0, 54: 2h, +hy+h,—4h, =0,
56: 2h,+h, +hy, —4hy, =0, 57: 2h,+2h,-4h, =0,

44+ 0,5h, +0,5h +h,, +h,, +h,, —4h,, =0.

Uwzgledniajac zaleznosci wynikajgce z warunkéw brzegowych:

My =hy = hy =hy =1,
Pos = hg = hy, =0,

hy = hys,

hs, = hss.

Mozna uktad réwnan réznicowych przedstawi¢ w postaci macierzowej A[H =b :
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Macierz tego uktadu jest rzadka i mozna jg bez trudu rozwigza¢ dowolng metodg numeryczng. Po
rozwigzaniu tego ukfadu réwnan otrzymujemy wektor wartosci cisnien piezometrycznych w weztach
siatki:

h21 h22 h23 h24 h31 h32 h33 h34 h35 h36 h37 h41
0,8963 0,8912 0,8784 0,8674 0,8028 0,7903 0,7548 0,7128 0,2033 0,1696 0,1545 0,7344

h42 h43 h44 h46 h47 h51 h52 h53 h54 h56 h57
0,7122 0,6379 0,4741 0,3207 0,2788 0,7104 0,6863 0,6104 0,4797 0,3601 0,3195

Wyniki zostaty przedstawione réwniez na rysunku 12.9 w postaci linii ekwipotencjalnych.

1
/
0 Sa— -
— _— V \‘
-1 \i
&1\‘
h |
o
3!

0 1 2 3 4 5

Rys. 12.9. Obraz linii ekwipotencjalnych obliczonych MRS.

12.2.2. Rozwigzywanie rownania dyfuzji MRS.

Rownanie dyfuzji pod wzgledem klasyfikacji rownan rézniczkowych jest rownaniem parabolicznym i
opisuje szereg procesow fizycznych, m.in. nieustalony przeptyw filtracyjny oraz przeptyw ciepta.
Rozwazmy na poczatek jednowymiarowe rownanie przeptywu filtracyjnego przez osrodek jednorodny o
postaci:

Oou _ Dazu

—=D—, 12.39
ot ox* ( )



gdzie: u (x, t) oznacza wysokos¢ piezometryczng cieczy, D jest wspétczynnikiem dyfuzji, ktéry w

rownaniu filtracji jest zalezny od wspofczynnika filtracji i porowatosci efektywnej. Zatézmy ponadto, ze
wartos$¢ tego wspotczynnika jest stata. Do rozwigzania tego zagadnienia potrzebne jest zdefiniowanie
warunkéw poczatkowych i brzegowych:

u(x,O) = f(x) x|:|<xA,x3>, (12.40)
u(0,¢)=u, (1) dlar=0,

(12.41)
u(l,t)=u, () dar=0.
12.2.2.1 Metoda jawna.
Schemat jawny jest najprostszym sposobem zapisu réwnania (12.39) w postaci réznicowe;j:
n+l n n n n
U —u u., —2u; +u;
] I = D i+1 i i—1 , (1242)

At Ax*
z btedem obciecia pierwszego rzedu O(At +Ax2) . Schemat ten jest stabilny warunkowo, tzn. jesli

spetniony jest warunek:

OSrs%, (12.43)
gdzie:
= IA)fzt. (12.44)

Nalezy zauwazy¢ [Anderson, 1984], ze tg metodg mozna wyznaczy¢ wartosci u (x, t) dlat>0w

punktach wewnatrz obszaru (rys.12.10) bez koniecznosci korzystania z warunkow brzegowych.
Swiadczy to o stabej aproksymacji réwnania dyfuzji tg metodg, bowiem rozwigzanie dla kazdego
punktu obszaru powinno istotnie zaleze¢ od warunkéw brzegowych.

Ay

: g
5 Ax P at &
: 7N :

L AR | )8
S ERRRIRSNE E
A warunek poczatkowy B X

Rys. 12.10. Schemat obliczen wartosci funkcji w puncie P, wynikajacej z warunku poczatkowego.

W metodzie jawnej nie mozna takze stosowaé aproksymacji pochodnej po czasie za pomocg réznicy
centralnej (metoda Richardsona), bowiem ten schemat jest bezwarunkowo niestabilny dla wszystkich
Ar. Dlatego do rozwigzania zagadnienia dyfuzji powszechnie stosowany jest schemat niejawny,
stanowigcy podstawie réznych metod obliczeniowych, z ktérych kilka zostanie omoéwionych w
nastepnym punkcie.

12.2.2.2 Metody niejawne.

W prostym sformutowaniu metody niejawnej prawa strona réwnania (12.42) zaleze¢ bedzie od

wartosci a priori nieznanych w kroku czasowym n+1:

ut =y utt =2 !
: L=p- — (12.45)
At Ax
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Schemat ten prowadzi do utworzenia uktadu réwnan algebraicznych wzgledem nieznanych wartosci
funkcji u (x,t) w weztach siatki na danym poziomie czasowym 7 +1. Metoda ta jest bezwarunkowo

stabilna z btedem obciecia pierwszego rzedu O(At +Ax2) . Macierz ukfadu jest tréjdiagonalna i stad

moze by¢ rozwigzywana za pomocg szybkich algorytméw, np. metoda rozktadu na macierz tréjkatng
gbrng i dolng lub metoda iteracyjng, np. Gaussa-Seidela [Fortuna, 2005]. Zaleta tej metody jest
mozliwos¢ stosowania stosunkowo duzych krokéw czasowych, bez utraty zbieznosci rozwigzania.

Odmienny algorytm metody niejawnej zostat zaproponowany przez Cranka i Nicolsona w 1947 roku.
W ich metodzie zostat zastosowany nastepujgcy schemat r6znicowy:

W a2 g, ~ 2+l
At 20x°
ktérego prawa strona wyraza $rednig arytmetyczng drugiej pochodnej po wspéirzednej x z poziomow

czasowych ni n+1. Schemat ten jest bezwarunkowo stabilny, a jego zaletg jest wyzsza doktadnos$¢

, (12.46)

wynikajgca z btedu oszacowania O (At2 + sz) .

Z posrod wielu metod roznic skonczonych dla rozwigzania jednowymiarowego rownania dyfuzji wartg
odnotowania jest metoda Richtmyer’a i Mortona, w ktérej pochodna po czasie jest aproksymowana
na trzech poziomach czasowych:

n+l n n n-1 n+l n+l n+l

U —u; u —u; u. —2u' +u;
(1+6)- 0= —=D o T (12.47)
! f Nx

z btedem obciecia wynoszacym O(At + sz) , poza dwoma wartosciami & dla ktérych doktadnos$¢

jest wyzsza, a mianowicie:

1
- 0= 5 dla ktérej btad obcigcia jest rowny O(At2 + sz) :

1, A
v dla ktérej btad obciecia jest rowny 0(At2 +Ax4) .
4

12.2.2.3 Rozwigzywanie dwuwymiarowego réwnania dyfuzji MRS.
Roéwnanie dwuwymiarowe jest dane wzorem:

2 2
%:D(%“L%j’ (12.48)
t X 'y

Zastosowanie metody jawnej wymagac bedzie spetnienia warunku zbieznosci danego wzorem (12.43)
1
réwnoczesnie dla obu sktadowych x i y . Dla siatki kwadratowej oznacza to, ze 0<r < Z co

wymuszac¢ bedzie bardzo maty krok czasowy i obliczenia tg metodg stajg sie mato praktyczne.

Prosty schemat niejawny dany jest wzorem:

n+tl _ .n n+l n+l n+l n+tl n+l n+l
Uij Ui _ D Ui, ~2u; tul + Ui 20 Fug (12.49)
At Ax’ Ay’
ktéry mozna przeksztalci¢ dla siatki kwadratowej Ax = Ay = h do postaci:
[/ n+l n+l n+l n+l n+l
Cu;; = (C + 4) Wij Uy Uy T ey T s (12.50)
h2
gdzie: C= (12.51)
DAt

jest odwrotnoscig tzw. dyfuzyjnej liczby Couranta. Schemat ten jest stabilny i prowadzi do powstania
ukfadu réwnan algebraicznych z macierzg pasmowa. Szeroko$¢ pasma jest zalezna od geometrii
obszaru i sposobu numerowania weztow.



Schemat Cranka i Nicolsona jest jak w przypadku rownania jednowymiarowego bezwarunkowo
stabilny i przedstawia sie wzorem:

ntl _ .n
Wiy Wi _
JAY;
n+l n+l n+l n _ n n n+l n+l n+l n _ n n
_2 Ui — 205 Fusy gy, = 2u ;Y +ui,j+l 2u; ug s t g 20t
2 20Ax° 20y?
Y
(12.52)
Wz6r ten mozna zmodyfikowa¢ nastepujgco:
_ntl _ n+l n+tl _ _n+l _ _n+¥l _gn
up o —ul g taw s —uny —w o, =b, (12.53)

i+l,j i-1,j i,j+1 i,j-1 DAt i,j"

Dzieki takiej postaci mozna w prosty sposéb konstruowaé uktad réwnan algebraicznych. Przyjmijmy obszar
rozwigzania w postaci kwadratu o bokach 6x6, jak na rysunku 9.11, z warunkami brzegowymi Dirichleta w
postaci:

h2 h2
gdzie: a=C+4 = +4,0" =u,  tu,  tu' ., tu . —4 1+ u'
DAt !

u(x, y,t) :L_t(x, y,t) dla x,ydoQ, =0 (12.54)
AY 1 Ax:h
6 e —
5 "
~h

4 [
3 Q
2
1} »

jr - Tx

i1234'56

_)
Rys. 12.11. Obszar obliczeniowy dla réownania (12.53)

Zapisujac po kolei wierszami réwnania dla kazdego wezta wewnetrznego otrzymamy uktad rownan z 16
niewiadomymi, ktérego macierz zostata przedstawiona ponizej:
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Otrzymana macierz jest pasmowa, z szerokoscig pasma sktadajgcego sie z 9 elementdéw. Uktad ten
mozna rozwigzaé¢ dowolng metodg, jednakze w rzeczywistych obliczeniach przy duzych macierzach

zwykle stosuje sie metode iteracyjna.

Peaceman, Rachford i Douglas opracowali w 1955 roku metode dla zadan dwuwymiarowych, ktéra
posiada zalete metody jednowymiarowej, t.j trojdiagonlang macierz i jest bezwarunkowo stabilna.
Metoda ta rozwigzuje zagadnienie dyfuzji w dwdch krokach — w pierwszym, na poziomie czasowym

1
nn +E’ rozwigzanie odbywa si¢ po jednej wspoétrzednej przestrzennej, np. po y, aby w kroku

drugim, na poziomie czasowym n +§, n+1, rozwigzac to samo zagadnienie, ale w kierunku drugiej

wspbtrzednej, w tym przypadku x . Algorytm ten zostat nazwany w skrécie ADI (alternating-direction

implicite) i przedstawia sie nastepujgco:

n+l _ . n n+l/2 _ n+l/2 n+1/2 n _ n
Krok 1: U ; —u;; Uiy 2ui,j + Uiy 4 g 2ui,j + Ui j-
At/2 Ax® Ay’
s gy (=2 a2
rok 2: ’ L = ’ ’ L+ ’ ’
At/2 Ax? Ay?

Procedure obliczeniowa przedstawiono na rysunku 12.12.

J.
J.

(12.55)

(12.56)



At Al
At/2
i kierunek obliczen
y >
Jti
-
1 ING;
n+i1/2
‘f‘b“\
B
n 4
-1 1 it] EY

Rys. 12.12. Schemat obliczeh w metodzie ADI.

Metoda ADI posiada doktadnos$¢ drugiego rzedu z btedem obciecia O(At2 +Ax? +Ay2). Mozna jg

rozciggna¢ na zagadnienia 3D, a woéwczas rozwigzanie przebiegatoby w trzech krokach, na nastepujgcych

1 2
poziomach czasowych - n, n +§, n +§, n +1[Anderson, 1984].

12.2.3 Zagadnienia stabilnosci schematow réznicowych.

Rozwigzanie réwnan rézniczkowych metodg numeryczng zawsze bedzie rézni¢ sie od rozwigzania
doktadnego o btad wynikajgcy z zaokrgglen numerycznych przy operacjach arytmetycznych oraz, w
przypadku metody réznic skonczonych, btad obciecia wynikajgcy z pominiecia wyzszych czionow
rozwiniecia Taylora przy aproksymowaniu pochodnej. Postugujgc sie metodg numeryczng oczekujemy,
ze okaze sie ona zbiezna, co oznacza, ze réznica w kazdym punkcie obszaru pomiedzy rozwigzaniem
dokfadnym a przyblizonym bedzie malata wraz ze zmniejszaniem sie kroku czasowego i
przestrzennego.

Warunki zbieznosci rozwigzania metoda roznic skonczonych zostaty sformutowane przez Laxa
[Szymkiewicz, 2003], [Willis, 1987] w postaci stwierdzenia, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
zbieznosci jest, aby zagadnienie poczgtkowo-brzegowe byto poprawnie postawione oraz zachowana
byta zgodnos¢ i stabilnos¢ schematu réznicowego.

Problem poprawnosci zagadnienia poczatkowego-brzegowego mozna w sposéb bardzo ogdiny okresli¢
jako niewrazliwos$¢é rozwigzania réwnania rézniczkowego na niewielkie zaburzenie danych wejsciowych.
Zgodnosc¢ jest rozumiana jako przejscie schematu roznicowego w réwnanie rézniczkowe w granicy przy
Ar,Ax — 0 [Szymkiewicz, 2003).

Rozwazmy to na przyktadzie rownania dyfuzji (12.39) danego schematem réznicowym jawnym (12.42)

n+l

n n n n
i "W _ ptia 2u +u;,
At Ax*
n n

Rozwijajgc w szereg Taylora wyrazenia na ut.””, u.,,u,_, i podstawiajgc je nastepnie do schematu
roznicowego (12.42) otrzymujemy:

u




oul"  Ar* 0’u 0
u +At— +—— -u
o, 2 or b
At
n oul"  Ax* 0%ul’ Ax3 o’ul’ Ax“ 0*ul’
u'+Ax—/ +
b ' ox|, 2 axz‘[ 6 ax 24 ax
Ax? (12.57)
2 32 3 13 4 A4
—2u7+u7—Ax@ A 0%u| A 0'u Axaz
Ox|; 26x‘ 60x‘, 24 ox*|.
+D > ] 1 =
Ax
ouf' AP | _ [ 0%u[" AF '
al, 2 o ol 12 axt| )

CO przy przejsciu do granicy przy At,Ax — 0, prowadzi do poprawnej postaci rownania ré6zniczkowego
dyfuzji dla kazdego wezta obszaru i poziomu czasowego, a zatem schemat ten jest zgodny.

Zagadnienie stabilnosci metody jest analizg wzrostu lub zmniejszania sie btedéw w procesie
rozwigzywania metodg réznic skonczonych. Najczesciej do badania stabilnosci stosuje sie analize
Neumana [Szymkiewicz, 2000, 2003], [Grybos,1989], [Anderson, 1984], [Willis, 1987], ktéra polega na
przedstawieniu btedu obciecia w postaci rozwiniecia w szereg Fouriera, a nastepnie podstawienia go
do schematu rbéznicowego. Procedure te mozemy przesledzi¢ réwniez na przykladzie
jednowymiarowego rownania dyfuzji (12.39).

Jesli zatozy¢, ze wartos¢ obliczona u,” r6zni sie od wartosci doktadne; U” o} E to mozemy réwnanie
(12.42) zapisa¢ nastepujgco:

n+1 n+1 n n n n n n n
Ui —U; - =D Ui t&, —2U7 —26 +U/ + €,

At Ax*
Poniewaz rozwigzanie dokfadne musi spetnia¢ powyzsze réwnanie to schemat réznicowy musi by¢
réwniez prawdziwy dla btedu:

(12.58)

gl —¢gr -2 +¢,
d Y L=D Ein e . (12.59)
Przedstawmy btad jako szereg Fouriera:
£ =) Are™n, (12.60)

. 2
gdzie: i=+/—1, k jest liczbg falowg dang wzorem: k:7, M jest liczbg przedziatow Ax

zawierajgcych sie w diugosci falid, A’ jest amplitudg fali dla m-tego cztonu szeregu i poziomu

czasowego n. Poniewaz réwnanie (12.59) jest liniowe i obowigzuje zasada superpozycji mozemy
analizowa¢ zachowanie pojedynczego czionu szeregu opisanego réwnaniem (12.60). Dla cztonu
pierwszego m = 1otrzymamy:

£ = A", (12.61)

277
dzie: kDAx =—
g ¢ = "

Po podstawieniu (12.61) do rownania (12.59) otrzymamy:
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A = A" + r(A”e’W T _DA"? + At _1) : (12.62)
DAt i & +oi?
gdzie: r = e a po podzieleniu obu stron przez A”"e’ i uwzglednieniu, ze cos @ ZT:
An+1 ) ) ¢
T r(e?-2+£7)=1+2r(cos g -1) =1=drsin’ 2. (12.63)

n+l

dla
An

Wyraz po lewej stronie réwnania okresla sie jako wspditczynnik wzmocnienia amplitudy G =

przej$cia z poziomu czasowego n na n+1. Z zapisu tego wynika, ze stabilno$¢ rozwigzania jest
zapewniona jesli dla kazdego czynnika szeregu Fouriera |G| < 1. Mozna wiec warunek stabilnosci zapisac
nastepujaco:

I 4rsm2 ¢
<l= (12.64)

|1—4rsin2g
2’ 4rsm2¢ -1<1.

1
Pierwszy warunek jest spetniony zawsze gdyz r > 0, drugi spetniony bedzie tylko gdy r < 5 , CO 0zhacza

DAt
e

2

< 5 i jest to ograniczenie diugosci kroku czasowego przy zadanej wartosci przedziatu siatki Ax

Jezeli wykonamy podobng analize, ale dla schematu niejawnego, danego wzorem (12.45):

=4 +r(e?-2+£7) = A —4rsin’ 2 ¢ (12.65)
A" A"

to otrzymamy nastepujgcy warunek:

418

=1+4rsin 1+4rs1n2 (12.66)

@
2

ktory jest zawsze spetniony niezaleznie od stosunku kroku czasowego do przestrzennego.
W przedstawionych rozwazaniach nie uwzglednialiSmy warunkéw poczatkowych i brzegowych, ale zaktada
sie, ze one sg zawsze doktadne, a zatem bfad ich jest rowny zeru. Powyzsze analizy mozna przeprowadzi¢
dla innych typdéw réwnan rézniczkowych, réwnan dwu i trzywymiarowych oraz uktadéw réwnan. Istniejg
takze inne metody badania stabilnosci schematdw réznicowych, ktérych szczegbtowy opis mozna znalezé
w literaturze [Fortuna, 2005], [Szymkiewicz 2000, 2003], [Anderson, 1984], Collatz, 1960].

12.2.4 Schematy réznicowe dla réwnan cieczy lepkiej niescisliwej.
12.2.4.1 Rozwigzanie zagadnienia Stokesa.

W wielu zagadnieniach przeptywu wykorzystuje sie réwnanie Stokesa, opisujace przeptyw lepki z
pominieciem sit bezwtadnosci. Réwnanie Stokesa wykorzystywane sg do rozwigzywania zagadnien
przeptywdw "petzajgcych”, kiedy liczba Reynoldsa jest relatywnie mata i sity bezwtadnosci mozna pomingé
wobec przewagi sit lepkosci. Rownania te stosuje sie takze w modelowaniu przeptywéw przez osrodki
porowate przy wykorzystywaniu teorii homogenizacji, jak to zostato opisane w roz. VI. Rozpatruje sie
woéwczas zagadnienie brzegowe osrodka wypetnionego cieczg w skali jego por, opisane rownaniami:

—uD2u+%Dp=f w Q i w0, (12.67)

Om=0 w Q, (12.68)



u=u nabrzegu [, (12.69)
u’ p x=0 = u’ p x=1

warunek periodycznosci B nabrzegu [, (12.70)
u, p|y=0 - p|y=lz

gdzie: u :(u,v) - predko$¢ cieczy w R2, p oznacza ciénienie, U jest wspbtczynnikiem lepkosci
kinematycznej, ¢ oznacza brzeg stacjonarny i nieprzepuszczalny (np. nalezacy do szkieletu
gruntowego), [, jest brzegiem nalezacym do cieczy, f jest wektorem sit masowych.

Rozwigzania zagadnienia przeptywu ustalonego przez komérke w skali mikro powodujg trudnosci
obliczeniowe wynikajgce z periodycznosci warunkéw brzegowych i zatozenia o niescisliwosci cieczy.

Mozna powyzszy uktad rozwigzywac iteracyjnie, az do osiagniecia zadanej wielkosci btedu rozwigzania,
albo zatozy¢, ze rozwigzujemy zagadnienie przeptywu niestacjonarnego:

g—u=—Dp+,uD2u+f, (12.71)
t
z warunkiem poczatkowym :

u=u, dla r=0 w Q, (12.72)

gdzie u,jest poczgtkowym rozktadem predkosci w chwili 7, =0. Pozostate warunki brzegowe i

rownanie ciggtosci przeptywu pozostajg w mocy.

Ta komplikacja réwnania okazuje sie by¢ korzystna z punktu widzenia stabilnosci rozwigzania. Zauwazmy,
ze dla odpowiednio duzych wartosci t rozwigzanie zbliza¢ sie bedzie do poszukiwanego rozwigzania
przeptywu stacjonarnego.

Jedn z procedur opartych na metodzie roznic skonczonych, ktérymi mozna rozwigza¢ to zagadnienie,
zostata opisana w pracy [Hirta, 1975], i polega na prowadzeniu obliczeh na dwoch przesunietych siatkach,
osobno dla predkosci i osobno dla cisnienia. Elementarng komorke takiej siatki przedstawiono na rys.9.12,
na ktérym dla przejrzystosci zapisano indeksy zmiennych na siatce przesunietej w postaci utamkowe;j:

Ax
;’—g
Vi,j:I/Z 2
Uit © oy Uiripj | AY
Ve

17
| ij-1/2 1
[ [

Rys. 12.13. Rozmieszczenie zmiennych w pojedynczej komorce.

Sktadowe predkosci poziomej i pionowej mozna wyliczy¢ z nastepujgcych formut réznicowych:

n n 1 n n
I/li:-l}Z,j = Ui, O {E(Pi,j - Pi+1,j) +fot
(12.73)
1 n n n 1 n n n
+'U[Ax2 (ui+3/2,j - 2ui+1/2,j + ui—1/2,j) + Ay2 (ui+1/2,j+1 - 2ui+1/2,j + ui+1/2,j—1) }}’



n+ n 1 n n
Vi,ji—l/Z =vij+p T Ar {A_y (Pij=Pij)t f} +

(12.74)
1 n n n 1 n n n
+,U|:A 2 (vi+1,j+1/2 - 2vi,j+1/2 + vi—l,j+1/2) + Ay2 (vi,j+3/2 - 2vi,j+1/2 + vi,j—1/2):| }
X
Réwnanie ciggtosci (12.68) w postaci dyskretnej:
1 n+l n+l 1 n+l n+l —_
E(u“ _u"‘l”')+A_y(V’”" -y )=0. (12.75)

W réwnaniach tych wprowadzono kinematyczng postac cisnienia cieczy P = p/ P .Predkos¢ obliczona z

rownan (12.73)-(12.74) nie bedzie spetia¢ warunku zanikania diwegrencji predkosci (12.75). W
prezentowanej metodzie warunek ciggtosci zostanie wprowadzany przez korekcje cisnienia w kazdej
komorce. Na przyktad gdy dywergencja komérki jest ujemna co oznacza przyrost strumienia masy,
cisnienie ulega zwiekszaniu, aby zapobiec temu przyrostowi. Poniewaz w kazdej komoérce jest jedna
wartosc¢ cisnienia, to dywergencja dla kazdej komérki moze by¢ w ten sposéb sprowadzona do zera. Proces
ten musi by¢ iteracyjny, bowiem zmiana w jednej komorce oddziatywuje na sasiednie. Obliczenia predkosci
ze wzoru (12.73)-(12.74) mozna wykonywac, przebiegajac po catym obszarze na przykiad rzedami,
zaczynajgc od skrajnej lewej komérki w najnizszym rzedzie. Algorytm przewiduje nastepnie obliczenie
dywergencji catego obszaru z rownania (12.75), ktorg tutaj oznaczymy przez D, IE

— 1 n+l n+l 1 n+l n+l
Di,j - E(uiﬂ/Z,j - ui—l/z,j ) + A_y (Vi,j+1/2 - V,',j—l/z) . (12.76)
Korekcja cisnienia, wymagana dla spetnienia rownania ciggtosci, bedzie rowna P, ;T AP, gdzie:
D, .
AP =- L (12.77)
1 1
20t —t—
Ax Ay

i nowe wartosci predkosci dla kazdej komorki wynikajgce z tej korelacji przedstawiajg sie nastepujaco:
AtAP
e T Ax
AtAP
Uiyypj = Uimypnj — Ar
+ AtAP
Vij+yz = Vij+p2 Ar

_AAP
Vii-yz = Vij-12 Ax

(12.78)

Obliczenia koncza sie, gdy warto$¢ dywergenciji spetnia warunek dla wszystkich i, j :
D, <€ (12.79)

gdzie € - jest zatozong wartoscig btedu, ktérg zwykle przyjmuije sie mniejszg niz 10-3.

Warunek brzegowy (12.69) wprowadza sie w kazdym kroku obliczeniowym. Na brzegach
stacjonarnych i nieprzepuszczalnych bedzie to zwykle warunek adhezji - zerowania sktadowych predkosci
stycznej i normalnej. Wowczas wartosci predkosci na tym brzegu nalezy przyjmowac zgodnie z Rys. 12.5.
i wprowadzac¢ je do programu w kazym kroku obliczeniowym.



jrrs

] _
! . Uo172j= ~Uypaj
1172 0
Vij+12—
o
P Vi =0
Uy ¢ i O Uy, g
Vij-1i2 ,Q.

Rys. 12.14. Warunek predkosci na brzegu stacjonarnym.

Warunek periodycznosci (12.70), np. dla brzegu lewego i prawego, realizuje sie przez podstawienie w
kazdym kroku obliczeniowym:

Uoynj = Unnjajo
Upyrj =Un-yajs
Pij=DPnj>

Vi sz = VN j+y2

Stabilnos¢ rozwigzania opisanej wyzej procedury obliczeniowej wynika z zastosowanego schematu
roznicowego i jest zapewniona, gdy spetnione sg nastepujace warunki natozone na krok czasowy:

At<min{£,&},
lul vl
2 2

)UAI<L};2-

2(ax+ny’)

Warunki te zapewniaja, iz zarbwno zmiana predkosci, jak i intensywnos¢ procesu dyfuzji nie beda
obejmowaty wiecej niz 1 komérke w 1 kroku czasowym.

12.2.4.2 Rozwigzanie rownania Naviera-Stokesa.

W zgadnieniach numerycznej hydrogeologii, a w szczegolnosci w teorii homogenizacji, moze zajs¢
konieczno$¢é modelowania przeptywu cieczy niutonowskiej, ktéry opisany jest rownaniem Naviera-Stokesa
oraz rébwnaniem zachowania masy. Dla potrzeb niniejszych rozwazan zat6zmy, ze ciecz jest niescisliwa i

bedziemy rozwazaé przeptyw ptaski w obszarze Q [ R* ograniczonym brzegiem I :

0 1
2 rulfOu)=-—Op+pTu w Q, (12.80)
ot Yo
OO =0. (12.81)
Ogolne sformutowanie problemu brzegowo-poczatkowego przedstawia sie jako:
u=u nabrzegu [, (12.82)
% =q nabrzegu I, (12.83)

u=u, dla =0, (12.84)
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gdzie: u jest wektorem predkosci, P — cisnieniem kinematycznym tzn. podzielonym przez gesto$é
cieczy, M - wspotczynnikiem lepkosci kinematycznej, [, i [, sa odcinkami brzegu, na ktérych

spetniony jest warunek Dirichleta i Neumanai [ =, Ul oraz ', n[", =0.

Roéwnanie gradientu cisnienia moze by¢ wyprowadzone na podstawie przeksztaicenie réwnania
Naviera-Stokesa, jednakze taka posta¢ réwnania jest niedogodna z uwagi na trudnosci w osiggnieciu
zbieznosci rozwigzania. Bardzo czesto zamiast tego, wykorzystuje sie rownanie Poissona dla cisnienia,
ktére mozna wyprowadzi¢ przez zastosowanie operatora dywergencji do réw. (12.80):

0°p=-0 [ég—u+u D]]u—,uDZuj. (12.85)
t

Zauwazmy, ze jezeli skorzystamy z tozsamosci matematycznej: 0u =0 (D Ell) —[x[IXu, réwnania

(12.81) oraz faktu, ze dywergencja rotacji dowolnego pola wektorowego zanika, to pierwszy i ostatni czton
po prawe;j stronie réwnania (12.85) bedzie réwny zeru:

D%—?ZO oraz ,uD[QDZu):O (12.86)

i rownanie (12.85) ulegnie znacznemu uproszczeniu:
0°P =~0[uDu). (12.87)

Rownanie (12.87) razem z row. (12.80) stanowig ukiad rownan, ktéry bywa czesto stosowany do
rozwigzania zagadnienia przeptywu cieczy lepkiej. Jednakze, jak podaje [Gresho, 1987], w rozwigzaniach
numerycznych takie podejscie obarczone jest wiekszym btedem obliczeniowym, niz gdy rozwigzywany jest
uktad skiadajgcy sie réwnan: (12.80), (12.81) i (12.85). W zwigzku z tym przyjmiemy ukfad tych trzech
rownan do zbudowania odpowiednich analogéw réznicowych.

Réwnanie Poissona musi by¢ dla brzegu stacjonarnego uzupetnione warunkiem brzegowym adhezji (brzeg
nie jest sliski), ktéry w tym przypadku stanowi zagadnienie Neumana dla cisnienia:

—P+,u%”+nﬂf 0 naly, (12.88)

gdzie: n jest wektorem normalnym do brzegu skierowany na zewnatrz [Ni, 1995, 1998], [Matyka, 2002].
Jesdli znane sg wartosci ci$nienia w obszarze (np. na wlocie rozkiad hydrostatyczny ci$nienia, cisnienie
atmosferyczne dla zwierciadta swobodnego) to nalezy przyja¢ dodatkowy warunek Dirichleta. Wedtug
innych autoréw [Gresho, 1987], [Petersson, 2001] nalezy stosowac bardziej ztozone formuty warunkéw
brzegowych, ktérych tu nie przytaczamy, a ktére wynikajg wprost z réwnania Naviera-Stokesa.

Podstawg do wyprowadzenia schematu réznicowego jest zachowawcza postac¢ réwnania rézniczkowego.
W réwnaniu Naviera-Stokesa wystepuje czton nieliniowy, zwigzany z konwekcjg pedu, kiéry nalezy
przeksztalci¢ tak, aby wektor predkosci wystepowat pod znakiem pochodnej. W tym celu mozna skorzystaé

z tozsamosci :

6u 6 u’

— . (12.89)
6x 6x 2

oraz rownania (12.81), uzyskujac nastepujgca rézniczkowg postac tych réwnan:

Ou __0u’ duv 0P (azu azuj
- — 4+ +— |+ f,

¥  ax Ay ax \axr 9y
(12.90)
v _ Gv auv _ 0P 0’v 9%
—t+ U —+— |+ ]
o ay ox dy x> a8y’ ’
Zaleznosci te nalezy uzupetnic¢ rownaniem zachowania masy i rbwnaniem Poissona:
Ou Gv
=0, (12.91)
ox Gy

P °P__9(0u dv (Guj oudv (avY u 0
—+ —+—|=|| = | 20—+ — | |~O0=F5+=—|. (12.92)
Ox Gy ot ox dy Ox Jdy Ox | dy Oox~ 0y



Przyjmujac schemat siatki réznicowej jak na rysunku 12.13. i oznaczajgc D = [ [l mozna powyzszy uktad

rownan zastgpi¢ réznicami skonczonymi [Matyka, 2002]:

q ATy, V2 L\ At n n
Uiy = Uiy, _E[(”m,;’) - (ui.j) } +A_y|:(uv)i+l/2,j-l/2 - (uv)i+l/2,j+1/2j| +

JAY; n+l n+l 1 n n n
_E(Pm,j ~Pij ) + bt A_xz(ui+3/2,j 2y ui-l/2,j)

1 n n n
+ Ay2 (ui+1/2,j+1 - 2ui+1/2,j + ui+1/2,j-1) + [

qa — n ATy, \2 L \2 ] At n n
Vi SV _A_y|:(vi.j+1) - (vi,j) } + E[(uv)i—l/2,j+l/2 - (uv)i+1/2,j+l/2:| +

Y
Ay

n

n n
(vi+1,j+1/2 2vi,j+l/2 + vl—l,j+1/2)

1
(P,”,}h - Pﬁ}l) + At [A_xz

1 n n n
+ Ay (vi,j+3/2 2Vt Vi,j-1/2) } +

Réwnanie ciggtosci (12.68) w postaci roznicowej wyraza se jako:

1 n+l n+l 1 n+l n+l
E(ui’j - ui—l,j) +_Ay (vi,j - vi,j—l) =0.
Schemat réznicowy dla réwnania Poissona ma postac:

i+1,j i,j+1 ij-l i) _

Ax? By A
a2 el Vo {0 =200+ () J+

Ay
2 n n n n
Ax—Ay[(uv)m/z,jn/z + (uv)i—l/Z,j-l/Z - (uv)i+l/2,j-l/2 - (uv)i—l/Z,j+l/2:| +

P}’L+1 _2Plnj+1 + P[ff’lj Pn+1 _2BVLJ+1 + P}’Lji'l Dn
> o 5

1 n n n 1 n n n
/At[sz (Di+1,j _2Di,j + Di-l,j) + Ay2 (Di,j+l - 2Di,j + Di,j-l) :|
Warunek brzegowy na cisnienie dla komoérek w kierunku osi x [Matyka, 2002]:
_ 2u
=+ 2 - )

gdzie: D, ; oznacza dywergencje wektora predkosci w postaci dyskretnej ze wzoru (12.76).

(12.93)

(12.94)

(12.95)

(12.96)

(12.97)

Wyznaczenie cisnienia wedtug podanych w tym punkcie wzordw wymaga zastosowania procedury
iteracyjnej, bowiem po lewej stronie wyrazenia (12.96), z uwagi na operator Laplace’a, cisnienie nie
wystepuje w sposéb jawny. Iteracje stosuje sie obliczajac kolejno wartosci cisnienia dla wszystkich weztow
siatki, przy zadanych warunkach brzegowych oraz wyliczonych wartosciach predkosci z poprzedniego
kroku czasowego. Procedure powtarza sie, do uzyskania zadanej doktadno$¢ wyznaczenia cisnienia w

kazdym wezZle obszaru.

Rozwigzania réwnan Naviera-Stokesa mozna dokonywacé dla innych niz predkos$¢ i cisnienie zmiennych, a
mianowicie poprzez odpowiednie przeksztatcenia otrzymuje sie uktad réwnan Helmholza dla zmiennych



wirowosci i funkcji pradu. Szersze omowienie wykorzystania tych réwnan do analizy przeptywu metoda
roznic skonczonych mozna znalez¢ m.in. w pracy [Grybos, 1989].



